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> Pour garantir qu’un programme est correct, il faut vérifier formellement des
propriétés sur sa sémantique

> I n’y a pas de procédure automatique qui permet de traiter tous les cas de
maniére exacte (Théoréme de Rice)

> Nous avons défini la sémantique du langage WHILE, et comment établir le graphe
de flot de contréle

> Les propriétés “utiles” peuvent se formaliser comme des éléments d’un treillis

> Lanalyse flot de données se fait en résolvant une équation de point-fixe dans ce
treillis a I'aide des itérations de Kleene

> En particulier, nous avons détaillé la sémantique collectrice et vu qu’elle n’est pas
toujours calculable
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DOMAINES ABSTRAITS

Software Analyzers.

Domaines abstraits
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" A PRINCIPE DE LINTERPRETATION ABSTRAITE

> domaine concret : sémantique collectrice
> définir un domaine abstrait

> définir les fonctions de correspondance entre domaine concret et abstrait

> abstraction «
> concrétisation

> calcul dans le monde abstrait
> environnements abstraits
> évaluation abstraite des expression
> fonction de transition abstraite
> analyse flot de données avec ces opérations abstraites

> correction de I'analyse : le point fixe abstrait capture-t-il toutes les traces concrétes
possibles ?
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frama
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Software Analyzers.
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i UNE QUESTION DE CHOIX

Software Analyzers.

En pratique, bien choisir son domaine abstrait est fondamental

> doit étre suffisament précis

> en particulier, doit permettre d’énoncer la propriété souhaitée

> doit étre calculable pour un colt temps/mémoire raisonnable (heures de calcul,
Go de RAM pour des programmes réels)

> domaines non relationels : aucune relation conservée entre les éléments du
domaine = peu précis mais pas cher

> domaines relationnels : relations entre éléments du domaine = plus précis mais
plus cher
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>x=2z(z€7Z)
> domaine non relationnel
> sila valeur exacte n’est pas connue, perte de toute information

Valeurs de y

Valeurs de x
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m DOMAINES ABSTRAITS

EXEMPLES DE DOMAINES NON RELATIONNELS

Software Analyzers.

> xop0 ope€{>>,<,<,=#}
> domaine non relationnel
> conservation de la polarité des valeurs possibles

Valeur,
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m ExEMpLES 0% BOANES NON FELATIONNELS DOMAINE DES INTERVALLES
> X € [io,i1]
> domaine non relationnel
> conservation d’un intervalle regroupant toutes les valeurs possibles

Valeurs de y

Valeurs de x
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Software Analyzers.

> tx+y<c
> domaine relationnel
> conservation de relations linéaires simples entre élements

Valeurs de y

Valeurs de x
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m DOMAINES ABSTRAITS

EXEMPLES DE DOMAINES RELATIONNELS

Software Analyzers.

> kx +ly <c
> domaine relationnel
> relations linéaires complexes entre éléments

Valeurs de y

Valeurs de x
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EXEMPLE : TREILLIS DES SIGNES

Exemple : Treillis des signes
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T
|
Int
POS NZ NEG
SPOS Z SNEG
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EXEMPLE : TREILLIS DES SIGNES ENV| RONNEMENTS ABSTRAITS

Software Analyzers.

On va considérer des environnements abstraits, Ef : Var — Signes. Chacun
représente un ensemble d’environnements concrets :

1) = {01 X, 0" (x) € v(p*(x))}
a{p}) = x=a({p(x)})
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Sottware Analyzers

OPERATIONS ABSTRAITES

Les fonctions de transitions sont assez similaires aux opérations concrétes, sauf qu’on
évalue les expressions dans Signes
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Sottware Analyzers

OPERATIONS ABSTRAITES

Les fonctions de transitions sont assez similaires aux opérations concrétes, sauf qu’on
évalue les expressions dans Signes

+5 TL[T]Int] POS | NEG [NZ[SPOS| Z [SNEG
1 1y L] L 1 L 1 L 1 1
T LT T T T T T T T
Int LT | Int Int Int Int Int Int Int
POS | L |T]|Int| POS Int Int | SPOS | POS Int
NEG | L | T|Int Int NEG | Int Int NEG | SNEG
NZ | L|T]|Int Int Int Int Int NZ Int
SPOS | L | T | Int| SPOS Int Int | SPOS | SPOS Int
Z L|T|Int] POS | NEG | NZ | SPOS 4 SNEG
SNEG | L | T |Int Int | SNEG | Int Int | SNEG | SNEG
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ASSIGNEMENT

Skip pPrelfv  v¢{L|Ereur}
=k o Pt —hme Pl = V]

Conbp ERR

pffrelfv  ve¢{Z|L|Ereur} Prelfv  ve{T|Ereur|l}
o =k, || =k P
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EXEMPLE : TREILLIS DES SIGNES P ROPRI E,TE,S

Software Analyzers.

> [Terminaison] Lanalyse des signes termine toujours.

> [Correction] Soit s un sommet du graphe de contréle de P et x une variable.
Collp(s)(x) € v(p*(s)(x)) ol p*(s) est I'environnement associé a s par 'analyse.

> La correction peut se montrer “a la main”, en raisonnant par induction sur P, mais
il existe une maniere systématique de construire 'analyse qui garantit que c’est
correct.
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Software Analyzers.

Correspondance de Galois
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e e e ABSTRACTION ET CONCRETISATION

Software Analyzers.

treillis concret (L”, C”) pour I'analyse concréte
treillis abstrait (L, =) pour I'analyse abstraite

“A

relation d’ordre C* : “étre moins précis que”

opérateur d’abstraction « : transforme un environnement concret en un abstrait

vV V V V VvV

opérateur de concrétisation ~ : transforme un environnement abstrait en un
concret

A4

ey (Lo

y
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e e CONNEXION DE GALOIS

ssssssssssssssssss

Définition y
Soient (L, C*) et (L”, ), deux treillis

complets.

Deux fonctions o : L” — L¥et~ : L} — L

forment une connexion de Galois si et

seulement si :

Wi e Lt wvb e L,
a(V?) CH vl «— v* C° (V1) o
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CORRESPONDANCE DE GALOIS
CONNEXION DE GALOIS

555555555555

Lemme

(a,7y) est une connexion de Galois si et
seulement si :
1) « ety sont monotones.

2) W e L’ v 20 (yoa) (V).
3) Wi e Lt (aoy)(vh) CH v

cours 3 — 28 mars 2025 — VP
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CORRESPONDANCE DE GALOIS |NSERT|ON DE GALO|S

INSERTION DE GALOIS

ssssssssssssssssss

Définition
(«, ) est une insertion de Galois si et
seulement si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

1) « et~ sont monotones

2) W’ e Lb7 vh P (fyoa)(vb)
3) Wit e Lt (aoy)(vh) = vt
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Software Analyzers.

Connexion de Galois et analyse statique
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" Summaue corttarmoe TS ABSTRACTION DE LA SEMANTIQUE COLLECTRICE

> sémantique collectrice =
point fixe d’une fonction F* dans S — P(Env’)

> domaine concret L* = S — P(Env?)
> relation d’ordre concréte f1 C° f2 < Vs € S,f1(s) C f2(s)

> but : trouver un domaine abstrait et une correspondance de Galois avec (L”, C”)

> questions :
> lien entre points fixes et connexions de Galois ?

> lien entre espaces fonctionnels et connexions de Galois ?
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“ E POINTS FIXES ET CONNEXIONS DE GALOIS

Théoreme (Cousot)

Soit une connexion de Galois entre treillis c:09mplet L°etL?:

L Lt
\—/
vy
Sif:L” — L’ est une fonction monotone alors :

lfp(f) C° y(Ifp(a o f o 7)).

Monotonie

Soit (L, =, U, M) un treillis complet, et f et g deux fonctions monotones de D dans D.
si pour tout x € L, f(x) C g(x), alors lfp(f) C Ifp(9).

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 26/56



f T ama CONNEXION DE GALOIS ET ANALYSE STATIQUE

et SEMANTIQUE COLLECTRICE PO|NT FIXE ABSTRAIT
Free
0 o
IN
i
. yop
%
1L ptt
Fel
Le théoreme de Cousot nous donne un bon candidat pour F* :
Fif=caoF o~

> correct “automatiquement” par construction
> mais pas forcément calculable (F” elle-méme ne I'est pas)

> approximation plus grossiere possible grace au théoreme de monotonie
cours 3 —28 mars 2025 - VP 27/56



CONNEXION DE GALOIS ET ANALYSE STATIQUE
- SWMWM SEMANTIQUE COLLECTRICE ES PACE FONCTIONNEL

Lemme
Si (o, ) forme une connexion de Galois entre (L”, ") et (Lf, C*), et E est un
ensemble, les fonctions (o, ") définies par
> (") = e.a(f(e))
> /(%) = Aen(fi(e))
forment une connexion de Galois entre (E — L°) et (E — L)

Ici, L* sont des ensembles d’environnements P(Env®) :
> rappel : Env® = Var —~ Z
> trouver un domaine abstrait Env*
> trouver une connexion de Galois entre P(Env’) et Env*

> utilisation d’un treillis intermédiaire EnvNf = Var — P(Z), treillis des abstractions

non-relationnelles.
cours 3—28 mars 2025 — VP 28/56



e COMPOSITION D’ABSTRACTION

ssssssssssssssssss

Lemme

Soient (L°,C°) et (L% C%) munis d’une connexion de Galois (1, v¢) et (L%, C?), (L%, C%)
munis d’une connexion de Galois (ao,v2). Alors, (as o aiq, 71 ©2) forme une connexion
de Galois entre (L”, ) et (L#, C%). De méme, si (o, 1) et (ap,72) sont des insertions
de Galois, leur composition I'est aussi.
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. AT ABSTRACTION NON RELATIONNELLE

Lemme

(P(Env®), C) et (Var — P(Z), C) peut étre munie d’une connexion de Galois
(yNF aNR), définie de la maniére suivante :

> MR =M {p(X) | p* € R’}
> MR = {p" | X, p’(x) € p*(x)}

Remarque

aucune relation entre variables n’est préservée
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flrama CONNEXION DE GALOIS ET ANALYSE STATIQUE
Sottware Anayzers

ENVIRONNEMENT

if x<=0 then x:=1; y:=2 else

cours 3 — 28 mars 2025 — VP
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x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

EXEMPLE NON-RELATIONNEL
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

S4
S
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{x = vl}

=
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

=
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

=
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

st {x—v]} [x = Z]

{x = v}

n
V)
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

s1 {[x—v]} [x — Z]
{[x — v]} [x — Z7]

n
V)
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

s1 {[x—v]} [x — Z]
{[x — v]} [x — Z7]

n
[\V)
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y
s1 {[x—v]} [x — Z]

So {[x—v]} [x — Z7]
s3 {x—11}
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]
{[x — v]} [x — Z7]

{x =11} x = {1}]
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

s1 {[x—v]} [x — Z]
{[x — v]} [x — Z7]
s3 {lx—1]} [x = {1}]

n
[\V)
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]
{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—=1,y—2]}
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—1,y—=2]} x = {1}y —{2}]
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—1,y—=2]} x = {1}y —{2}]
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

s1 {[x—v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

s3 {lx—1]} [x = {1}]

s¢ {x—1,y—2]} x = {1}y —{2}]
ss {[x—v]}

n
[\V)
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

s1 {[x—v]} [x — Z]

Sy {[x+—v]} [x — Z7]

s3 {lx—1]} [x — {1}]

S¢ {x—=1,y—=2]} [x = {1},y — {2}]
ss {[x—v]} [x — Z

Se

S7

Sg

Sg
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

if x<=0 then x:=1; y:=2 else x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

s1 {[x—v]} [x — Z]

Sy {[x+—v]} [x — Z7]

s3 {lx—1]} [x — {1}]

S¢ {x—=1,y—=2]} [x = {1},y — {2}]
ss {[x—v]} [x — Z

Se

S7

Sg

Sg
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]
{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]}
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]
{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]} [x — {2}]
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]
{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]} [x — {2}]
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]
{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]} [x — {2}]

{x =2,y — 1]}

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 31/56



o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]
{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]} [x — {2}]
{x—2,y—1]} x = {2}y = {1}]

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 31/56



o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]
{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]
{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]} [x — {2}]
{x—2,y—1]} x = {2}y = {1}]

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 31/56



o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{lx = 1]} [x — {1}]

{lx =1,y 2]} [x = {1},y — {2}]

{[x = v]} [x — Z

{x — 2]} [x — {2}]

{x—=2y—1]} [x = {2}y — {1}]
x—1,y—2]

{ [x— 2,y —1] }

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 31/56



o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]

{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]

{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]} [x — {2}]

{x—2,y—1]} x = {2}y = {1}]

{[x»—>1,yn—>2]} {XH{1,2}}
[x— 2,y —1] y—{1,2}

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 31/56



o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]

{[x — v]} [x — Z7]

{Ix— 1]} [x = {1}]

{x—=1,y~=2]} x = {1}y —{2}]

{[x = v]} [x — Z

{Ix — 2]} [x — {2}]

{x—2,y—1]} x = {2}y = {1}]

{[x»—>1,yn—>2]} {XH{1,2}}
[x— 2,y —1] y—{1,2}
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o S R TSR EXEMPLE NON-RELATIONNEL

uuuuuuuuuuuuuuuuu

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{[x = v]} [x — Z]
{[x — v]} [x — Z7]
{lx = 1]} [x — {1}]
{lx =1,y 2]} [x = {1},y — {2}]
{[x = v]} [x — Z
{x — 2]} [x — {2}]
{x—=2y—1]} [x = {2}y — {1}]
x—1,y—2] x—{1,2}
{[x»—>2,yn—>1]} {y»—>{1,2}}
[Xn—>1,y»—>2
Z—3
[x»—>2,y»—>1}
Z—3

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 31/56



flrlama CONNEXION DE GALOIS ET ANALYSE STATIQUE

ENVIRONNEMENT

uuuuuuuuuuuuuuuuu

cours 3 — 28 mars 2025 — VP

x:=2; y:=1 fi; z:=x+y

{Ix = v]}
{x = v]}
{lx = 1]}
{x—=1,y—2]}
{lx = v]}
{x — 2]}
{x =2,y — 1]}
x—1,y—2]
{ [x— 2,y —1] }
[Xn—>1,y»—>2
Z—3

X—=2y—1
zZ— 3

EXEMPLE NON-RELATIONNEL

[x — Z]

[x — Z7]

[x = {1}]

x = {1}y —{2}]

[x — Z

[x — {2}]

x = {2}y = {1}]
x—{1,2}

_ywﬂﬁﬁ

[ x— {1,2}
y—{1,2} ]
| z+—{2,3,4}

31/56



CONNEXION DE GALOIS ET ANALYSE STATIQUE N
- . ENVIRONNEMENT OU EN EST-ON 7

ssssss

> souhait : un domaine abstrait pour S — P(Env”®)

> réduction & un domaine abstrait pour P(Env’) grace au théoréme de Cousot et au
lemme des espace fonctionnels

> on va maintenant utiliser le domaine des signes pour abstraire les entiers

o
>

> (P(Z) U {erreur},C)  (Signes,C)
kg
oNR o
> (P(Env®), Q) - (Var — P(Z), <) o (Var — Signes \ {Erreur}, C)

’VNR '7/\

> lemme des espaces fonctionnels pour définir (a*,7) & partir de (o=, v~) =~ (a,7)

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 32/56
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{rama . FONCTION DE TRANSITION ABSTRAITE

Software Analyzers.

Fonction de transition abstraite

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 33/56



FONCTION DE TRANSITION ABSTRAITE N
- . PRESENTATION OU VA T-ON ?

Software Analyzers.

> labase : treillis des signes et définition de («, ), qui forme une insertion de Galois

> en corollaire immédiat : interprétation des environnements
> il N’y a ensuite plus qu’a calculer :

> interprétation des opérateurs

> interprétation des expressions

> interprétation de la fonction de transition

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 34/56



C , i
Rl Y e INTERPRETATION DES OPERATEURS

ssssssssssssssssss

Soit L” 'ensemble d'interprétation des éléments du langage (ici Z) et (., ) une
connexion de Galois entre P(L") U {erreur} et L.
A tout opérateur concret opb (+, *, =,...),onassocie un opérateur abstrait op" :

Opﬁ(V$, Vg) e 7qul) = OA({Opb(V?, Vg7 e 7vrb7) | Vi e [1 "n]7 Vi € V(V/ﬁ)})

Cette construction est “automatiquement” correcte :

Lemme
YWi,...,Vn eV,Vvﬁi,...,v,ﬁ, elt,
si v; € 4(v}) (pour 1 <i < n),
alors op(vy,- - ,Va) € ¥(0p*(VE, V5, -, vh)).

Remarque : on retrouve le +* précédent. On peut calculer de méme les autres

opérateurs.
cours 3 —28 mars 2025 - VP 35/56



C z
" INTERPRETATION DES ExPAESIONS. INTERPRETATION DES EXPRESSIONS

De la méme maniére, on définit une opération abstraite d’évaluation des expressions.
On note (aEnv7,YEnV) _ (Oz)‘ & aNR,’yNR ® Oz)‘).

30 € (o),

Efe,p)=a |V P’ el v;ou
Vv, —\,0b Felcvet Vv’ = erreur

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 36/56



R I ; F
GODDO O Fororoy o rasmon sesraane APPLICATION : CAS DES VARIABLES

uuuuuuuuuuuuuuuuu

X € dom(p) p(x) =2z
pEX{ez

E'(x,p") = &
| Vv, —|,0b Fxl.vet v’ = erreur
3 € A (h),

[ p°(x) =Vv’; ou

| X ¢ dom(p’) et v* = erreur

V> € v(p*(x)); ou

X ¢ dom(’y(pﬁ)) et v’ = erreur

_ { #(x) six e dom(y(p*))
1L sinon

3p” € vEV (o),
v [ PP Ex e v’ ou

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 37/56



C
S FONCTIONS DE TRANSITION ABSTRAITES

ssssssssssssssssss

Rappel

Les fonctions de transition sont de la forme :

Pe=AR{p| 3 € R, o' ep}

On cherche donc a calculer
Pe = Moh.aF"({p | 3 € EY(p*), p'="ep})

pour chacune des étiquettes skip, x := e, 7e et Err(e).
Comme cette fonction n’est pas toujours calculable, on choisira P telle que P* C* P4,

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 38/56



[' rama FONCTION DE TRANSITION ABSTRAITE

e —— FONCTIONS DE TRANSFERT Ski p
b
P skipP
Ei
Phio(0)) = o ({p| 30 € ¥F™(p"), p'~ sipr})
= oF (M ()
C o

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 39/56



c F
ONCTION DE TRANSITION ABSTRAITE
- Summmms FONCTIONS DE TRANSFERT AF FECTATION

pb Felev
P%bx::ep[x = V]

Phi—e(p?) = oaF"({plx = v] | p € 7" (%), p € b v})

Cas non relationnel

Phi—e(p) a0 ({plx = v] | p € ¥ (p), v € 1(E¥(e, p))}))
Car(Az{plx = vI(2) | p € ™ (p%), v € v(E*(e, p1))})
Az L si Ef(e, p*) C Erreur
ﬂ .
=\ e By S2l% sinon

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 40/56



FONCTION DE TRANSITION ABSTRAITE

FONCTIONS DE TRANSFERT CON D ITION

:

Prelev  v#£0
Pb%b?epb

Pho(p¥) = oF"({p| p € 4" ("), p - € Y v Av # 0})
Cas non relationnel

B = g (YP@)N
Pelr) = 2z ({p(z)rpeny"V(p%,pFeusv,v#c)})
C Az.p'(z) Na({p(@) | p € ™ (p%), p - € Ie v, v # O})

Az.L siEf(e, pf) C a({0}) ou Ef(e, p*) = L
o sinon

I

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 41/56



G0BT0 O Foro s e e TRANSITION PLUS PRECISE

ssssssssssssssssss

Remarque importante

Suivant le treillis et la forme de e, on peut raffiner la derniere inégalité.

On cherche & définir test(e, z) telle que

a({p(2) | p € ™ ("), p1- € Ul v AV # O}) C test'(e, 2)

-y a(pi(2)) M
Prelr) & 2 o0{p(2) | p € vE™ (), p - € b v,v £ 0}

Az.pF(Z) Mtest’ (e, 2)

I

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 42/56



" FONCTION DE TRANSITION ABSTRAITE TRANSITION PLUS PRE’CISE

FONCTIONS DE TRANSFERT

Cas des signes

test’(1 x,x) = Z
test’(x =e,x) = E¥(e, p*)

Et(e, pﬁ) si SNEG C Eﬁ(e,pﬁ) C NEG
test?(x<=e,x) = { NEG siEf(e,p) =Z
Int sinon

Question
Que peut-on dire de testf(e<=y,y)?

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 43/56



ONCTION DE TRANSITION ABSTRAITE
- . FONCTIONS DE TRANSFERT ERREU R

yyyyyyyyyyyyyyyyy

Vv, ﬁpb Fel.v

pb_>bErr(e)0b

Phirie)(FF) = F"({p € ¥ (") | W € Z,~p - € e v})
{ QM (M (pf)) si E¥(e, pf) € {1, T}

= | \z.L sinon
- siEfe ) e {L T}
— | Az.L sinon

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 44/56



Software Analyzers.

TREILLIS DES INTERVALLES

Treillis des intervalles

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 45/56



m TREILLIS DES INTERVALLES DOMAlNE DES |NTERVALLES
> X € lig, 1]
> domaine non relationnel
> conservation d’un intervalle regroupant toutes les valeurs possibles

Valeurs de y

Valeurs de x

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 46/56



DiAGRAMME DE HASSE

] 12 03]

IR , N s N v N % \ L i Erreur
- [-8:-1] [-2;0] [-1;1] [0;2]  [1:9]
S [—\2; —/1] [\—1;6] \[0,1]/ \[1;2]/ :

L e sy oo ey
‘~~‘\N | /’//‘_77,,,

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 47/56



DiAGRAMME DE HASSE

] 12 03]

IR , N s N v N % \ L i Erreur
- [-8:-1] [-2;0] [-1;1] [0;2]  [1:9]
S [—\2; —/1] [\—1;6] \[0,1]/ \[1;2]/ :

L s oo ]y
‘~~‘\N ‘ /’//‘_77,,,

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 47/56



C
f I ama TREILLIS DES INTERVALLES
Software Analyzers

Cadre générique

Méme principe que pour le treillis des signes, mais on évalue les expressions dans le

FONCTIONS DE TRANSITION ABSTRAITES

treillis des intervalles et non des signes.

Réduction d’état lors des tests

cours 3 — 28 mars 2025 — VP

test?(! x, X)

test!(x <=, X)
testf(x <=e, y)
testf(e<=y,y)

48/56



» ©
f rama . OPERATEUR D’ELARGISSEMENT

Software Analyzers.

Opérateur d’élargissement

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 49/56



PosITION DU PROBLEME

tHal: . .
I aina OPERATEUR D’ELARGISSEMENT
Software Analyzers

=2 T3 T=2 E=2 =2 ©=3 o= E=3 =2 =2 T=3 ==3

e

AN NN NN NN NN N SN N
— N MO < IO O N 00 OO0 © + v
SSSSSSSSS11_
FTrrrrrrrx =2

DuDuR

50/56
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PosITION DU PROBLEME

tHal: . .
I aina OPERATEUR D’ELARGISSEMENT
Sottware Analyzers

=2 T3 T=2 E=2 =2 ©=3 o= E=3 =2 =2 T=3 ==3

e

AN NN NN NN NN N SN N
— N MO < IO O N 0 O © v~ v
SSSSSSSSS11_
Frrrrrrrx =2

DuDuR

50/56
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PosITION DU PROBLEME

tHal: . .
I aina OPERATEUR D’ELARGISSEMENT
Sottware Analyzers

=3 T=2 E=2 =2 T=3 o=2 E=3 =2 =2 =3 ==3

!

AN AN AN AN AN AN AN S N S S
— N O T O O I~ 0 O O —
n un n n onn nnon |

1
e N N N N /) )

.w
Aol o o o g S

o

50/56
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PosITION DU PROBLEME

tHal: . .
I aina OPERATEUR D’ELARGISSEMENT
Software Analyzers

E=3 =2 E=3 =2 E=2 T=3 S=3 == =3 w2 =3

!

AN AN AN AN AN AN AN S N S S
- N O T O O I~ 0 O O —
n un n n onn nnon |

1
I N N N N /) )

.w
el o o o o g S

o
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PosITION DU PROBLEME

tHal: . .
I aina OPERATEUR D’ELARGISSEMENT
Software Analyzers

x x4 4499333335
N

AN AN AN AN AN AN AN S N S S
— N O T O O I~ 0 O O —
n un uno n onn nnon |

1
e N N N N N /) )

%
el o o o g S

o
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PosITION DU PROBLEME

tHal: . .
I aina OPERATEUR D’ELARGISSEMENT
Software Analyzers

x x4 4499333335
N

AN AN AN AN AN AN AN AN N S S
— N O I 1O O I~ 0 O O —
n un no n onn nnon |

1
e N N N N /)]

%
el o o o o g S

o
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" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +o9]
R(s2)=x < [—0o0;0]
F?(Sg):J_ti
R(s4)=x < [1; +o0]
F?(St‘-',):J_rL
R(SG):J_ﬁ
F‘?(S7):J_li
IQ(SB):J_Ii
R(sg)=_"
R(s10)=L"
R(s11)=1"
R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +o0]
R(s2)=x < [—00;0]
F?(Sg):J_ti
R(s4)=x < [1; +0o0]
F?(St‘-',):J_rL
R(SG):J_ﬁ
F‘?(S7):J_li
IQ(SB):J_Ii
R Sg):J_li
R(s10)=L"
R(s11)=1"
R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +o0]
R(s2)=x « [—0o0;0]
R(s3)=x <« [1;1]
R(s4)=x < [1; +0]
R(ss)=_1"
R(SG):J_ﬁ
R(s;)=1"
IR(.SE;):J_Ii
R(sg)=_1"*
R(s10)=L"
R(s11)=1"

R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +o0]
R(s2)=x < [—00;0]
R(s3)=x <« [1;1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(ss)=_"
R(SG):J_ﬁ
R(s;)=1"
IR(.SE;):J_Ii
R(sg)=_1"*
R(s10)=L"
R(s11)=1"

R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +o0]
R(s2)=x < [—00;0]
R(s3)=x <« [1;1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(s5)=x < [1; +o<]
R(SG):J_ﬁ
R(s;)=1"
R(Ss):J_Ii
R(.SQ)ZJ_li
R(s10)=L"
R(s11)=1"

R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



OPERATEUR D'ELARGISSEMENT PosITION DU PROBLEME

ssssssssssssssssss

R(s1)=x < [—o0; +o0]
R(s2)=x < [—00;0]
R(s3)=x «+ [1;1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(s5)=x « [1; +0o0]
R(SG):J_ﬁ
R(s7)=1"
R(sg)=L*
R(.SQ)ZJ_ii
R(s10)=1"
R(sq1)=1"

R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP
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OPERATEUR D'ELARGISSEMENT PosITION DU PROBLEME

ssssssssssssssssss

R(s1)=x < [—o0; +o0]
R(s2)=x < [—0o0;0]
R(s3)=x <« [1;1]
R(s4)=x < [1; +0]
R(s5)=x « [1; +0o0]
R(sg)=x < [1; +o0]
R(S7):J_ii
R(Sg):J_Ii
R(Sg):Lii
R(s10)=L"
R(s11)=1"

R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP
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" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +o0]
R(s2)=x < [—0o0;0]
R(s3)=x < [1;1]
R(s4)=x < [1; +0]
R(s5)=x < [1; +o<]
R(sg)=x < [1; +o0]
R(S7):J_ii
R(Sg):J_Ii
R(SQ)ZLii
R(s10)=L"
R(s11)=1"

R(S_1 ):J_ﬁ

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +o9]
R(s2)=x < [—00;0]
R(s3)=x <« [1;1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(s5)=x < [1; +o<]
R(sg)=x < [1; +0o0]
R(s7)=y « [1;1];z + [1;1]
R(Ss):J_

R(Sg):Lii

R(s10)=L"

R(s11)=1"

R(S 1):J_Ii

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



ssssssssssssssssss

cours 3 — 28 mars 2025 — VP
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PosITION DU PROBLEME

=X + [—00; +0]

=X  [—00; 0]
=x < [1;1]
=X + [1; +o0]
=X + [1; + ]
=X + [1; +o0]

<—[1 1],z < [1;1]

£

A
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" OPERATEUR D’ELARGISSEMENT POSITION DU PROBL\EME

R(s1)=x < [—o0; +0o0]
R(s2)=x « [—0o0;0]
R(s3)=x « [1;1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(s5)=x « [1; +0o0]
R(sg)=x « [1;+o0]
R(s7)=y « [1;1];z + [1;1]
R(sg)=y « [1;1];z < [1;1]
R(Sg):Lii

R(s10)=1"*

R(syq)=L"

R(s_1)=1"

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



OPERATEUR D'ELARGISSEMENT PosITION DU PROBLEME

ssssssssssssssssss

R(s1)=x < [—o0; + 0]
R(s2)=x < [~00; 0]
R(s3)=x < [1:1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(s5)=x « [1;+0o0]
R(sg)=x « [1;+o0]
R(s7)=y « [1;1];z + [1;1]
R(sg)=y « [1;1];z < [1;1]
R(sg)=_L"

R(s10)=1"

R(sq1)=1"

R(s_q)=1"

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



OPERATEUR D'ELARGISSEMENT PosITION DU PROBLEME

ssssssssssssssssss

R(s1)=x « [—00; +]
R(s2)=x < [-00; 0]
R(s3)=x « [1:1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(ss)=x + [1; +00]
R(sg)=x < [1; +o0]
R(s7)=y « [1;1];z + [1;1]
R(sg)=y « [1;1];z < [1;1]
R(sg)=y « [1;1];z + [1;1]
R(s10)=_L"

R(s11)=L"

R(s_q)=1"

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



OPERATEUR D'ELARGISSEMENT PosITION DU PROBLEME

ssssssssssssssssss

R(s1)=x « [—00; +]
R(s2)=x < [-00; 0]
R(s3)=x « [1:1]
R(s4)=x < [1; +o0]
R(ss)=x + [1; +00]
R(sg)=x < [1; +o0]
R(s7)=y « [1;1];z + [1;1]
R(sg)=y « [1;1];z < [1;1]
R(sg)=y « [1;1];z + [1;1]
R(s10)=_L"

R(s11)=L"

R(s_q)=1"

cours 3 — 28 mars 2025 — VP 50/56



ssssssssssssssssss

cours 3 — 28 mars 2025 — VP

R(s1)
R(s2)
R(s3)=x « [1;
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OPERATEUR D'ELARGISSEMENT VUE INFORMELLE

Software Analyzers.

On veut obtenir une analyse qui termine toujours (et rapidement), méme quand le
treillis ne posséde pas la propriété de chaine ascendante.

Pour cela, on va utiliser une sur-approximation de la fonction de transition abstraite F*,
construite de maniéere a garantir la terminaison.
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Software Analyzers.

Notre analyse consiste a calculer les itérations successives de F* en partant de L.

Avec R}, = Ft"( L), on a R, C* Rfm’ et il vient

R, = FYRp)
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Notre analyse consiste & calculer les itérations successives de F* en partant de L.
Avec R}, = Ft"(L%), ona R} Cf R? _, etil vient :

n+1’
. = PR
IR} siF(R%) C* R
~ | RAL Fﬁ(R%) sinon
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Notre analyse consiste & calculer les itérations successives de F* en partant de L.
Avec R}, = Ft"(L%), ona R} Cf R? _, etil vient :

n+1’
. = PR
R siF(R%) C* R
~ | RAL Fﬁ(R,q,) sinon

Retrouver la terminaison

Dans cette présentation, on dispose d’'une nouvelle possibilité pour faire une
approximation du point fixe : remplacer LI* par un opérateur donnant un autre majorant.
Un tel opérateur s’appelle opérateur d’élargissement.
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OPERATEUR D’ELARGISSEMENT DE'FINITION
Sottware Analyzers

Définition
Un opérateur d’élargissement v sur un treillis (L, =) est un opérateur binaire vérifiant
les propriétés suivantes :

> Vx,y € L,x Uy C xVy (majorant de ses arguments)

> Pour toute chaine ascendante xp, la chaine y, = y,_1Vxp est stationnaire.

Théoréme
Soient un opérateur d’élargissement v et une fonction monotone F, avec :
Ry, = .1°
P> Rn siF(Rn) C Ry
e R,VF(R:) sinon

R, est stationnaire a partir d’'un certain rang N. De plus Ifp(F) C Ry
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OPERATEUR D'ELARGISSEMENT ExeEMPLE D’OPE,RATEUR

Software Analyzers.

Pour le treillis des intervalles, un exemple simple d’'opérateur d’élargissement est le
suivant :

Livvt = Vi
vivit = vt
Tiovt = TH
vivTt = Tt
. '7.1 ..1 <.2
lmm_’min S ’min = Imin
, , , ’ . . =—00 sinon
[’rlvin;l%ax]v[’r%in;lﬁvax] = [imin; imax] avec

.1 . -2 -1
Imax=Imax  S!imax < Imax
=400 sinon

On étend cet opérateur au environnements abstraits :

P57 ply = M.} (X) V ph(x)
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] ORI B AR CALCUL DE POINT FIXE AVEC ELARGISSEMENT

1: procedure CHAOTICITERATION(fg, i)

2 o[Z] + i; WorkList «+ {(Z,s)|s € Succ(Z)}

3 while WorkList # () do

4 (s,8") <+ Choose(WorkList); WorkList < WorkList\{(s,s’)}
S V< fyssn(ols])}

6 if -v C o[s’] then

7 if (s,s’) est une aréte de retour then

8: o[s'] < o[s'|Vv

9 else

10: ols'] + ols'|Uv

11 end if

12: WorkList < WorkList U {(s’,s")|s"” € Succ(s’)}
13: end if

14: end while
15: end procedure
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" OPERATEUR D'ELARGISSEMENT EXEMPLE D,E,LARG|SSEMENT

R(s1)=x < [—o0; +o9]
R(s2)=x < [—00;0]
F?(Sg):J_ti
R(s4)=x < [1; +o0]
F?(St‘-',):J_rL
R(SG):J_ﬁ
F‘?(S7):J_li
IQ(SB):J_Ii
R(sg)=_"
R(s10)=L"
R(s11)=1"
R(S_1 ):J_ﬁ
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